[@ Calcul intégral

TERMINALE - SPECIALITE MATHEMATIQUES - CORRIGES

Les rappels de méthode sont en italique. Les résultats de simulation dépendent du hasard : les tiens
seront différents.

Exercice 1

1. o a.C'estunrectangle:4 x 3 = 12.

1+4 1
o b. C'est un trapéeze de bases f(2) =1 et f(5) = 4, de hauteur 3 : % X 3= 35

mx3 9
2 2
. , . 2 X
2. Le domaine se découpe en un triangle (
1x2 4
5 = 1). Donc / f(z)dz = 5.
0

3.1ua =3 x2=6cm? Lairevaut 5 x 6 = 30 cm>.

o ¢. C'est un demi-disque de rayon 3 :

= 2), un rectangle (1 x 2 = 2) et un triangle (

Exercice 2

1 0+1+8+27 36 9 1 1+8+27+64 100 25

l.gy=—- X —— = — = —e¢et§y=—- X = — = —.Comme f est
4 9 64 1 25265 64 4 64 256 64
i te, — < 3dx < =,

croissante 64 _/(; T T < 64

B\ 3
2. Les hauteurs a droite sont les <—> , pour k de 1 a n. Donc
n
n

1 B 1 n’tn+1)?  (n+1)?
IRl T AT L T e
k=1
1 —1)°n’ — 1)
Deméme,sns'arréteék:n—lzsn:—><(n )n :(n ),
nt 4 4n?
1 1\? 1 1\? 1 1,
3.5, ==(1+—) ets,==(1— =] ontpour limite =. Comme s, < z°dx < S, pour tout
4 n 4 n 4 0

. 1
n, on obtient | z*dz = =.
0 4



Exercice 3

1.

2.

3.

2 2
C'est un trapéze de bases f(0) = 2 et f(z) =  + 2, de hauteur z : F(z) = # X x =
2
T
— + 2z.
5 + 2z

F'(z) =z + 2 = f(x) et F(0) = 0. On retrouve le théoréme : F est la primitive de f qui s'annule

en 0.
L'aire de 1 a z est l'aire de 0 a z, moins lairede 0 a 1: G(z) = F(z) — F(1). Avec F(1) = g :
m)—ﬁ+2 >

4.F(z) =6 < 2?2 +4z—12=0 < (z —2)(z + 6) = 0. Sur [0;4], la seule solution est z = 2.

Exercice 4

1.

2.

. On divise par h > 0: g(zo + h) <

3
F(z) = % :sadérivée estt — t>ent =z, et F(0) = 0.

hf(zo) =0,1; hf(zo+h)=0,1x1,21=0,121; F(1,1) — F(1)
bien 0,1 < 0,1103 < 0,121.

1,331 -1

~ 0,1103.On a
3

. Comme g est décroissante, les réles sont échangés. Sur [z ;xo + h], g(zo + k) < g(t) < g(zo)-

La bande contient le rectangle de hauteur g(z, + h) et est contenue dans celui de hauteur g(z) :
hg(zo +h) < G(zo + h) — G(zo) < hg(zo)-

G(zo + h) — G(z0)
h
tend vers g(zo) quand h tend vers 0. D'aprés le théoréme des gendarmes, le taux d'accroissement

< g(zp). Comme g est continue, g(zo + h)

a pour limite g(x).

Exercice 5

r 2
a. x3—m2+x} =(B-4+2)—(-1-1-1)=6+3=9

r 9
b. 6\/5}1:18—6:12

1™ V3
c. smm} = —
L 0 2
- 2
1 1 1
== =2 41=2
d :c]l 2+ 2

In2
e e’”] —2-1-1
L Jo i

f. [21nx]i _9x2-0=4

471 1
g. :n_] = 1 : C'est le résultat de l'exercice 2.
0



Exercice 6

F (z) =2 +1 @) s 7
e A = = — = —
orme u'u® avec u x 3 3 3
0
1
1
« b.Forme —=4/e" avec u(z) = —z* —le 2 =1 1--
2 0o 2 e
/2 1 1
e C. |—— 2 =—4+-=1
[ cos( x)]o 513
1 ) 2 1. 5
. = —:|= —(In5 — —In—
d. Forme 5 — [2ln(m +1)]1 2(n In2) = 503
1 1 !
. e Formeg%avecu(m):%—i—l: [51n(2x+1)]0: §In3
1 4 4
o f.Forme - — v de primitive y/u : [\/2:1:—1—1] =3-1=2
2 V' 0
!/ eZ
. g.Formeﬂavecu(:z:):lnx>05ur e;e?]: [ln(lnw)] =In2-Inl1=1In2
u e

Exercice 7

1. f(z) = (z —1)(x — 3): f(z) > O0sur[0;1] etsur[3;4], f(z) <O0sur[1;3].
2. F(z) = %3 — 222 + 3.
4

)—0F<> 3

/ e
_ 4 4 4 4 4 _
4. Par la relation de Chasles, f(:c) dz = 373 + 3 = 3" L'aire totale compte chaque partie
0
4 4

iti s+ s+ =4ua
positivement 3—1—3+3 u.a

F(3)=0,F(4) = % Donc f(z)dz = é/l f(z)dz = 4

Exercice 8

1. La fonction t — e*t2 est continue sur R. Elle admet donc des primitives, et F' est sa primitive qui
s'annule en 0. Donc F est dérivable sur R, avec F'(z) = e et F(0) =0.

2. F'(z) > 0: F est strictement croissante sur R. Comme F(0) = 0, F(z) > 0 pour = > 0 et
F(z) < 0 pour z < 0.

3.G'(z) = F'(z) — F'(—=z) = e @ — (-2’ = (. Donc G est constante sur lintervalle R, et G(0) =
2F(0) = 0. Ainsi F(—z) = —F(x) pour tout réel z : F' est impaire.

4. F(0) = 0 et F'(0) = 1: la tangente a pour équation y = x.

5.m = —2(en —1), g(z) = 2z + 2, G1(z) = (z + 1)? : sa dérivée est g et G1(—1) = 0. Alors
Fi(z) = (z +1)* — 2z = 2® + 1, et F{(z) = 2z = f().



Exercice 9

2 0 2 1 5
1./ |ar:|dac:/ (—w)dw—i—/ zde=-+2= .
-1 -1 0 2 2

2. Les deux expressions valent 1 en 1: f est continue en 1. Par la relation de Chasles :

! 1 301 1
f dm—/mdm+/(2m—1)d :§+[ac2—m] =-+6= )
1

13 3
.oa/g—/ /g—3 5= -2

o b. On échange les bornes : 2.

o c. Parlinéarité: 3 x5+ 2 = 17.

Exercice 10

1oz 41 1
1.A+B:/e+ dx:/ldmzl.
0o e +1 0

!/ 1 1
2. Formeiavecu(:r:):e””+1>0:A: [ln(e””—i—l)} :ln(e+1)—ln2:1ne+ .Donc B =
u 0
1
1-m &2 ~o03s.

3.C >0:lnz > 0sur[1;2] et les bornes sont dans lordre. D < 0: 2z > 0, mais les bornes sont
inversées. E < 0:cosxz — 1 < 0 et les bornes sont dans l'ordre.

2
3
4. Faux./ zdz = - > 0, alors que z < 0 sur [—1;0].
-1

[\V]

Exercice 11

1. Pour z dans [0;1],y = 14 z* > 1.Donc ,/y > 1. De plus, /y < y,cary > 1.On intégre: 1 <
1 . 6
I<1+—-,s0it1<T<-.
5 5

2.1+x2Slcarl+w221.Deplus,( z?) (1+2?) =1—z* <1, et on divise par 1 + 2% > 0.
1
2 2
On intégre, avec/ (1-2?) dx:§ 3= <J<1
0

3. Colonne par colonne, h reste entre 3 et 6, puis entre 2 et 3, puis entre 1,5 et 2. On compte 3 +

2 + 1 = 6 carreaux sous la courbe, et 6 + 3 + 2 = 11 avec ceux qu'elle traverse. Donc 6 < K < 11.

3
Par le calcul, K = [6 In(z + 1)] — 61n4 ~ 8,32.
0



Exercice 12

1
1.Pourt>0,1+t>1,donc T <LEt(1—-¢t)(1+t)=1-¢*<1:ondiviseparl+t>0.

x 2 T T
dt
2. On integre de 0 a z, avec z 20:/ (1-t)dt==z— z — zln(l—i—a:),/ 1dt = z.
3. Avec z = 0,1:0,095 < In(1,1) < 0,1. La calculatrice donne In(1,1) ~ 0,0953.
. z _In(l1+z) . .
4. Pour z > 0,on diviseparz : 1 — 5 < ——= < 1. D'apres le théoreme des gendarmes, la
X
limite est 1.
Exercice 13
377 8 4
1.2z — 22 = (2 — z) > 0 sur [0;2]. Aire = {x2— %] :4—5— - ua.
0

2 2
2.Sur[0;1},x2Sxﬁﬁ.LadériVéedemHgm :cestg <\/5—|— %) = /z. Aire =

2 210 2 1 1
—z\/r——| =-—-=-ua
3 3], 3 3 3

. ™ . T 3 s
3. cosx > sinx sur [0; ﬂ, et sinx > cosx sur {Z ; 5} On découpe en Z :

i|ﬂ/4 /2

Aire = [sinm—kcosm +[—cosw—sina:}

— (\/§f1)+(f1+\/§):2\/§—2u.a.

/4
4.2 -2z =2 < 2(z—3)=0 <= z=00uz=3.Sur[0;3],z — (¢* — 2z) =2(3 —2) > 0.
, w3]3 27 9

3
Aire=|-2z°— —| =— —9=-ua.
ire [2x

3], 2 2

Exercice 14

1. L(0,5) = 0,25 : les 50 % des ménages les plus modestes touchent 25 % du revenu total. G =

! 1 1
_2 = _ = -
2/0 (m a:)d:c 2><6 3

. T
2. o a.L(0)=0etL(1) = Z_ 1= 1. La fonction L est convexe, car L"(z) = ° 1> 0.Sa

courbe est donc sous sa sécante, qui passe par (0;0) et (1;1) : c'est la droite d'équation y =

Z.

1
1 1 -2 1 -2 3—
° b./L(ac)dm: [ez—m] = 1.DoncG:2(——e ): ez0,16.
0

e—1 0o e— 2 e—1 e—1

1 .
3. § > 0,16 : les revenus sont plus inégaux dans le pays A.



Exercice 15

3 23 8

1./ f(z)dz = [3—3}2—#333] =9, donc = 3.
0
1

0
e 1
Inz| = ~ 0,58.
1 e—1

[ —

2. 1=
H e—1

2 1—e2
—e = ~ 0,43.
[ e L : 0,43

3.pu =

o N =

. w/2 2
4.u:—[sma:] = — ~0,64.
0 m

5.5ur [0;1],1 <+/1+ 22 <+/2,donc 1< p < V2

3

6. Avec 6 < K < 1l etunelargeurde 3:2 < u < 13—1 Le calcul donne 4 = GITH4 =2In4 ~ 2,77.

Exercice 16

1. I(t) = 18t — 9t* et I'(t) = 18 — 18t : I est maximale ent = 1, et (1) = 9 mm/h.

2 2
2. / I(t)dt = [9t2 - 3t3} =36 24 =12 mm.
0 0
12 - o . .
3. pu= -5 = 6 mm/h. Une pluie d'intensité constante de 6 mm/h donnerait la méme hauteur d'eau
en deux heures.

4. 12 x 100 = 1200 Litres.

5. 1200 litres font 1,2 m? : l'économie vaut 1,2 x 4 = 4,80 euros.

Exercice 17

A chaque fois, on écrit u, v/, V', v.

m/2 /2 T
. bu(m):m,v'(m):cosm:[msinm —/ sinwdm:§—1
0 0
2 2 e e 2 2 2
x x x e ee—1 e +1
L] . :l , / = , = — —l —_ —d = —_— —
c.u(z) =Inz, v'(z) =z, v(x) 5 [2 nm]l /12 =3 1 1
rort 1 2
(o) = o v(@) = et o(@) = e [—ae] 4+ [erdr o Sl f 12
0 e e e
1 1 Inz]* °1 1 1 2
. =Inz,v'(z) = 5 == |- Sde=—-+1--=1-°=
e.u(z) =Inz, v'(z) 51 V() - [ . ]1+/1 S dz e—i— » S



Exercice 18

™

1. / zcoszdr = [m sinm]o - / sinzdz = 0 — 2 = —2. Ensuite, avec u(z) = z? et v(z) =
0 0

—CoSzT:
™ T ™
/x2sinxdw:[—m2cosw} +2/ zcoszdz = 72 — 4.
0 0 0
2. Dans A, avec u(z) = sinz et v'(z) = e*:
™

A:[e””sin:c}0 /ewcosmda::O—B, donc B = —A.
0

Dans B, avec u(z) = cosz et v'(z) = €*:

B:[ezcosm] —|—/ e“sinzgdr=-¢€¢"—14+ A4, doncA=¢€"+1+ B.
0 0

e +1etB:—e +1_

Avec B=—-A:2A=¢€e"+1,dou 4 = 5

2
3. [mlnm—m]l —(2In2-2)—(0-1) =221,

Exercice 19

1
1.U(): [—e_m} =1-
0

2. Avec u(z) = z"L ' (z) = (n+ 1)z v'(z) = e %, v(z) = —e

1 1 1
Unt1 = [—$"+lex]0+(n+1)/ z'e "de=—=+ (n+1)up.
0 €

2 1 5
3.u1:1—getu2:2u1—g:2—g.

4.Sur[0;1],z"e®* >0:u, > 0.Etz""! < z" doncz"le ™ <z"e ?:u,,; < u,.

1
5.Sur[0;1],e* <1,donc0 < z"e * <z". Onintégre:0 < u, < ST D'apres le théoréme des
n

gendarmes, lim wu, = 0.
n—-+00

1 1
6. La relation donne (n + 1) u, = u,; + —, qui a pour limite —.
e e



Exercice 20

€
1.wg:/ ldz =e— 1.
1

2. u(z) = (Inz)"™, u'(z) = (n+ 1)
Wpt1 = [.’E(ln:zr)"*l} L (n+1) / (Inz)"dz =e— (n+ 1) wy,.
1
B.wy=e—(e—1)=1letw,=e—2.
4.Sur[1;e],0<Inz <1:(Inz)" > 0,donc w, > 0.Et (Inz)"*! < (Inz)", donc w1 < wy,.

,et lim w, =
n—-+00

e
5. La relation et wy 1 > 0 donnent (n + 1) w, = € — wy41 < €. Donc 0 < w,, < n
n

0.

Exercice 21

1 5 3 7
1.h:Z;$0:1,$121,$2:§,x3:Z,IL'4:2.
2 Méthode Calcul Résultat
A h L 1+ 4 + 2 + 2 0,7595
gauche 2 sty ,
R 1/4 2 4 1
A droit -[=+=-+=+= 0,6345
roite 4(5+3+7+2)
Mit e 2 8,8 0,6912
ilieux 1 9+11+13+15 )
Trapézes  moyenne des deux premieres 0,6970

3. Les écarts valent environ 0,066, 0,059, 0,002 et 0,004. La méthode des milieux est la plus

précise, suivie de prés par celle des trapéezes.

Exercice 22

™
1. La courbe de g est un quart de cercle de rayon 1 : le domaine est un quart de disque, d'aire T

2. La somme a gauche et la somme a droite ont les mémes termes h g(z1),...,h g(x,_1). Il reste
hg(@o) — hg(za) = h (g(0) — g(1)).

3. def milieux(f, a, b, n):
h=(b-a)/n
s =0
for k in range(n):
s =s+ f(a+k*h+h/ 2)

return h * s

4. On multiplie par 4 : 3,1395 < 7 < 3,1436. Les milieux donnent 7 ~ 3,1416.



Exercice 23

1
1. Valeur approchée : 0,335. La valeur exacte est 3 : l'écart vaut environ 0,002,

2. o a.la courbe dépasse 2 : par exemple, e! ~ 2,72. Il faut f < M sur tout le segment.
o b.0,5742 x 1 x 3 = 1,7226. La valeur exacte este — 1 =~ 1,7183 : l'écart vaut environ 0,004.

3. Non : les points sont tirés au hasard, et le résultat change a chaque exécution. On sait seulement

qu'il est proche de la valeur exacte, surtout si IV est grand.

Exercice 24

T
1. La condition 22 + y? < 1 décrit un quart de disque de rayon 1, d'aire 1 dans un carré d'aire 1. La

probabilité vaut donc %

2. On multiplie la fréquence par 4.

from random import random

def approche pi(N):
dedans = 0

for i in range(N):

b4 random( )

y random( )

if x ** 2 + y ** 2 <= 1:
dedans = dedans + 1

return 4 * dedans / N

Une exécution a donné 3,168 pour N = 1000, 3,1456 pour N = 10000 et 3,13428 pour N = 100 000.
3. On tire z dans [a; b] et y dans [0; M], et on multiplie la fréquence par l'aire du rectangle.

def monte carlo2(f, a, b, M, N):
sous = 0

for i in range(N):

X a + (b - a) * random()

y M * random()
if yv <= £(x):
sous = sous + 1

return sous / N * (b - a) * M

2
8
On attend une valeur proche de / z2dz = 3 ~ 2,67.
0



Exercice 25

1 1 1 7 7 1 37 37 1 533
1. S _ — S = — _— = — S = — _— = — S = — _— = —,
L T T R T T 12730 607t T 60 56 840
2.Icih:letxk:1+E:n+k,donchxi: 1 . On additionne pour k£ de 1 a n. Ainsi
A T T TR T B S
T = - T = - —_——= — T = - —_ —_—= —— i .
1= 5 =3 + 1 120871 + 5 + 6= 60 ce sont bien Sy, S,, S3
1 1 1
3. Dans 7,1, le terme disparait, et les termes et apparaissent. Or =
i nt1 P mtl 22 PP n+1
——, donc
2n + 2
1 1 2 1 1 1
Thi1—T, = — = — = .
o 2n+1+2n+2 2n+2 2n+1 2n+2 (2n+1)2n+2)

1

.Ce
(2n+1)(2n+2)
dernier terme est le terme derang k = n + 1de S,41,car2(n+1) — 1 =2n+ 1. Donc 1)1 =

4. Initialisation: 7} = S, = 7 Hérédité :si T, = S,,alors T}, ,; = S,, +

Sn11. Conclusion : T,, = S,, pour tout entier n > 1.

Exercice 26

533 1
1.5, = 340 ~ 0,63452 et 9 ~ 0,11111. Donc 0,6345 < In2 < 0,7457.
2. 5 1+ <0,01 <= 2n+1>100 < n > 49,5. Le plus petit entier est n = 50.
n

3. from math import log

while log(2) - s > 0.001:

n=n+1

s=s+1/ ((2*n-1) * (2 * n))
print(n)

4. 1 est seulement une majoration de l'écart : elle garantit le résultat, sans étre atteinte. Pour
n

1
n = 250, l'écart vaut déja moins de 0,001, alors que la majoration vaut =01 ~ 0,002.



