[ s Fonctions sinus et cosinus

TERMINALE - SPECIALITE MATHEMATIQUES - CORRIGES

Les rappels de méthode sont en italique.

Exercice 1

1. On se raméne a une valeur remarquable, avec les angles associés et la période 2.
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3. o a. A(z) = —cosz + cosz + cosz = cos z.
o b.B(z) = —sinz +sinz + sinz = sinx.

4. On développe : cos? z + 2cosz sinx + sin®z + cos?x — 2coszsinz + sin’z =

2 (0052 x + sin® a:) =2.



Exercice 2

1. On compare f(—z) & f(z) et a — f(x).
o a. f(—z) = (—z)* + cos(—z) = z? + cosz = f(z) : paire.
o b.g(—z) = (—z)sin(—z) = zsinz = g(z) : paire.
o ¢ h(—z) =—z —sinz = —h(z) : impaire.
o d k (%) =+2etk <—%> — 0. Donc k <—%> n'est égal ni a k (%) nia—k (Z) : ni paire,
ni impaire.

2. cos (3 <m + 2?“)) = cos(3 + 27) = cos(3z) et sin (r(z + 2)) = sin(nz + 27) = sin(rz).

3. o am(—z) = (sin(—ac))2 = (—sinz)? = m(z) : m est paire. m(z + m) = (sin(z + 71'))2 =
(—sinz)? = m(z) : elle est périodique de période .
o b. Il suffit de la tracer sur [0 ; q. La symétrie par rapport a 'axe des ordonnées donne la

™ T . . . -
courbe sur [—5 ; 5}, intervalle de longueur m, puis les translations de vecteur kw7 donnent le

reste.

om0 =0m () = () ~Jan(§) -1

4. M parcourt le quart de cercle de (0;1) a (—1;0). Son abscisse va de 0 a —1 : cos z diminue. Son
ordonnée va de 1 a 0 : sin z diminue aussi. Les deux restent de signe constant : cosx < 0 et

sinz > 0.



Exercice 3

=
o

a.3cosz + 2sinz.

o b. 5cos(5z).

o c. —msin(rz).

o d. ~8sin (22 + g)

o e. Produit:cosz — zsinz.

o f. (uz)’ = 2u'u : 2 cos T sin z.

2

! .
o g. (u?) = 3u/u?: —3sinzcos’ z.

o h. (cosu) = —u/sinu: —2zsin (% + 1).

sin x

o

i (") =ue':cosze

. . rcosx —sinz
J. Quotient;: —m8 —.

[o]
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1\ v’ sin
k(=) =-2.,2>22%
v v? (2 +cosx)?

2. f'(z) =2cos(2z).En0: f(0) =0 et f/(0) = 2,d'ot y = 2z. En z. f (E> =sin7 =0 et

[e]

2 2
f (g) =2cosm = —2,doly = —2 (a: - %), soity = —2z + .
f(.CL‘) * f(O) ! s . _ / . . P
3. ———= tend vers f'(0). Avec f(z) = sin(3z) : f(0) =0 et f'(0) = 3cos0 = 3, donc la limite
z

vaut 3. Avec g(z) = cos(2z) : g(0) = 1 et ¢’(0) = —2sin 0 = 0, donc la limite vaut 0.

Exercice 4

1. z(0) = 0 : l'enfant est au point le plus bas. La valeur maximale de z(t) est 1,2 metre, atteinte
™ ™

quand sin(1,5¢) = 1, c'est-a-dire pour la premiére fois quand 1,5¢ = 3 soitt = 3 ~ 1,05s.

2 4

2. La période vaut T 4,19 s.

1,5 3

3.v(t) = 1,2 x 1,5cos(1,5¢t) = 1,8 cos(1,5¢) et v(0) = 1,8 m/s, soit 1,8 x 3,6 = 6,48 km/h.
4. v (Z) = 1,8 cos g = 0: au point le plus éloigné, l'enfant s'arréte un instant avant de repartir dans

3
lautre sens.

5.a(t) = —1,8 x 1,5sin(1,5¢t) = —2,7sin(1,5¢). Or —2,25 x 1,2 = —2,7, donc a(t) = —2,25 z(t).
L'accélération est de signe opposé au déplacement : elle raméne l'enfant vers le point le plus bas.



Exercice 5

1. f(—z) = sin(—2z) = —sin(2z) = —f(z) : f est impaire. f(z + 7) = sin(2z + 27) = f(z) : elle
est périodique de période 7. On peut l'étudier sur un intervalle de longueur 7, comme [—g ; g}
puis se limiter a [0; a par imparité.

2. f'(z) = 2cos(2z).

3.Siz e [0; g],alors 2z € [0;7], etcos(2z) > 0 < 2z < g — < g
0 T
* 4 2
f'(z) + 0 -
f 0 croissante 1  décroissante 0

™ ™
4. Le maximum vaut 1, atteint en 1 Par imparité, le minimum vaut —1, atteint en v

5. f"(z) = —4sin(2x). Sur [0; g}, 2z € [0; 7], donc sin(2z) > 0 et f(z) < 0: f est concave. Sa

courbe est sous sa tangente en 0, d'équation y = 2z : sin(2z) < 2z.

Exercice 6

1. ¢'(z) =1 —cosz > 0: g est croissante sur [0; +o0o[. Comme g(0) = 0, g(z) > 0 pour tout = > 0,
c'est-a-dire sinz < z.

2. W(z) = —sinz + z = g(x) > 0 d'aprés la question 1: h est croissante. Comme h(0) = 0, h(x) >
2
0 pour tout z > 0, c'est-a-dire cosx > 1 — %
2

3. Les fonctions x +> cosz etz — 1 — ? sont paires : l'inégalité vraie pour x > 0 l'est aussi pour
—Z.

0,22
4.1 - ’T = 0,98, donc 0,98 < cos 0,2 < 1. La calculatrice donne cos 0,2 =~ 0,98007.

2
r
5.Pourxz #0,0onal—cosz > 0, et la question 2 donne 1 — cosz < 5 On divise par |z| > 0:0 <

1—cosz T T R
— < u Comme u tend vers 0 quand z tend vers 0, le théoreme des gendarmes montre
|| 2 2
1—cosx .1 —cosz . R
que T tend vers 0, et donc aussi ———, qui a la méme valeur absolue.
T T

. . ™ T , . . 2
6. Les points d'abscisses 0 et 5 sont (0;0) et (5 ; 1) . la sécante a pour équation y = —z. Une
™
fonction concave est au-dessus de ses sécantes entre les deux points (chapitre 5) : sinz > —zx
s

2
sur [0; g] Pourz — 1:sin1~ 0,841 et = ~ 0,637.
s



Exercice 7

6:
27 2 2w
o b.« ?8—{—3,3}
T 37
OC.S_{Z,I}.
o d. S = —5—71-;—z
6 6

[}

g.a ~ 0,927z ~ —0,927 ou z ~ 0,927.
o h.f~—020let—m— B~ —2940:z ~ —2,940 ou z ~ —0,201.

2. o a.zet—z+27r:5—7r.
3 3 3
b57r t77r ; 3 o ot 7r+2
o —_— _— —_—— —_—_—
-~y et rcesont —— 4 2met — o 4 2.
T dm 27 1 0 T ..
3. o a.0n poseX:x—g,qm decrit [—?;?].COSXZEC{OHHGX:—E oqug,dou
0 T
z=0ouzx=—.
3
T m 3 s
b. 2z = — + 2km, soitx = — + km. Sur [—7m; 7|tz = —— = —.
° x 2—1— T, soit = 4—1—71' ur [—m;ml e 7 V=7
1 5
4.2X2—X—1:(X—l)(2X+1).Doncsinm:lousinm:—i,etSZ{—%;—%;g}.

Exercice 8

1. h(0) = 22 — 20 = 2: la nacelle part a 2 métres du sol. h(60) = 22 — 20 cos ™ = 42 : au bout d'une
minute, elle est au sommet, a 42 metres.

t+120 t
2. % = g—o + 2m, donc h(t + 120) = h(t). Un tour dure 120 secondes, soit 2 minutes.

3. h(t) =22 < cos i) 0.Pourt € [0;120], X = mt décrit [0;27] : X = TouX = 3—7r,soit
60 60 2 2
t=30o0ut=90.

1 2 4
4. h(t) =32 <= cos X = -3 — X = ?ﬂ ouX = ?ﬂ soit t = 40 ou ¢ = 80. La nacelle est
au-dessus de 32 meétres pendant 40 secondes.

5. h(t) =7 <= cos X = 0,75. La calculatrice donne X = 0,723, et l'autre solution est 2w — X.

X
Dout = & ~ 13,8 s,ett~ 120 — 13,8 = 106,2 s.
T

t t
6. h'(t) =20 x ()?T_O sin <g—0> = g sin (2—0) Elle est maximale quand le sinus vaut 1, en t = 30,

A . . ™
quand la nacelle est a la hauteur de l'axe. La vitesse de montée vaut alors 3 ~ 1,05 m/s.



Exercice 9

™ T
1 ca=—:8=|—=;—|.
caa=gis=[-3:q]
b 2 S 27 2
[e] o = — f— — - —
3 T3 3"
T 27
c.S=|-;—|
° 373 [
o d. S = [—m; 0] U{r}. Attention : sin = 0, donc 7 est solution.
o e.cosz <1< 2pourtoutz:S = [—m;m7].
oT m
f.S=|-m;—— U[——; }
’ [ " 6] 6"
V3 5 57
. <——:8S=|-m;—— — 7.
o g.cosz < 5 ™ 6 U 6 ™
T T )
2.2cosa:—1>Osur]—g;g[,etsmw>Osur]0;7r[.
7T ™
4 - 3 0 3 0
2cosz —1 — 0 + + 0 -
sinx 0 - - 0 + + 0
(2cosz — 1)sinzx 0 + 0 -0 + 0 - 0

Exercice 10

1. D(0) = 12: a l'équinoxe, le jour dure 12 heures. D(3) = 12 + 4sing = 16 : c'est le jour le plus

long, au solstice d'été. D(—3) = 12 — 4 = 8 : c'est le jour le plus court, au solstice d'hiver.

2. D(t) > 14 < sin (%) > % Pourt € [-6;6], X = %t décrit [—m ;7] : % <X< 5%, soit
1 <t < 5. Les jours durent au moins 14 heures pendant 4 mois.
1 5 .
3.D(t) <10 = sinX < —3 = —% SXg—%,soﬂ—E)gtS—l.
t 2 t
4. D'(t) =4 x %COS (%) = ?W cos (%) Elle est du signe de cos X : positive sur | — 3; 3],

négative sur [—6; —3[ et sur |3 ;6]. Donc D décroit sur [—6; —3], croit sur [—3; 3], et décroit sur
(3;6].
2m . . . 2r 6 .
5.D'(0) = 3 ~ 2,09 heures par mois. Avec un mois de 30 jours : 5 X 30 ~ 4,2 minutes de plus

par jour.



Exercice 11

1. Dérivée d'un produit: f'(z) = —e *sinz + e *cosz = e %(cosz — sinz).
7T L. . . s . .
2. Sur [0; —|, cos décroit et sin croit, et cos — = sin — : donc cos x > sinx sur 0, etcosz <

™ T ™ . . . .
sinz sur | — —} Sur]g;ﬂ},cosm<O§s1na:.A1n51 cosx —sinxz > 0 sur [0; et cosz —

4’2
sina:<05ur}4 7r].

S

3.e 7 > 0,donc f'(x) a le signe de cosz — sinz.

a3 0 % s
f'(z) + 0 -
f 0 croissante g e~ ™/4  décroissante 0

2
Le maximum vaut % e ™4~ 0,322.

4.0na—1<sinxz <1lete ® > 0,doulencadrement. Comme lim e % = 0, le théoréme des
T—+00

gendarmes donne lim f(z) = 0.
T—+00

Exercice 12

1. L'angle ABC est droit et [AC] est un diamétre : dans le triangle ABC, rectangle en B avec

AB BC
AC = 40,0n acosf = 0 etsinf = 0
2. o a. A'(6) = 1600 (cos 6 cosf — sinfsin #) = 1600 (cos? § — sin® §) = 1600(cos 6 —

sin #)(cos @ + sin 0).
°o b. Sur}O-g[ cosf +sinf > 0, et cosf —sinf >0 < 6 < % A croit sur]O; ﬂ et décroit
13 [ Le maximum est A (4) = 1600 x % = 800 cm?. Alors AB = BC = 202 ~ 28,3
m : la section est un carré.

3. o a. R'(f) = 64000 (—sin@sin®f + cos§ x 2sin 6 cosd) = 64000sinf (2 cos® 6 — sin® ). Or
sin? @ = 1 — cos? 6, d'ou R'(9) = 64000sin6 (3 cos?6 — 1).

7'['
sur

1 3
° b.Sur}O;g[,sin0>Oetcosﬂ>0.D0ncR’(9)>0 <= cos?0 > 3 = cosf > %

Comme cos est strictement décroissante, il existe un unique 6, tel que cosfy = %, soit 6y ~

. N ™ . .
0,955. R croit sur |0 ; 6] et décroit sur {00; 3 [ : son maximum est atteint en 6.

40+/3 . 1 V6 40v/6

o c.AB:Tz231cm Comme sin 6, = 1—§:?,onaBC:Tm32,7cm.Le
C_v6_ 5
AB \/_

rapport vaut —



