[ F Continuité et valeurs intermédiaires

TERMINALE - SPECIALITE MATHEMATIQUES - CORRIGES

Les rappels de méthode sont en italique.

Exercice 1

Partie A.

1. f(1) = 2 (disque plein). A gauche de 1, la courbe arrive au point (1;2) : la limite a gauche vaut 2.
A droite de 1, la courbe part du point (1;1) : la limite & droite vaut 1. Comme 1 # f(1), f n'est

pas continue en 1 : la courbe fait un saut.

2. f(3) = —1. A gauche, la courbe arrive en (3; —1) ; a droite, elle repart du méme point : les deux
limites valent —1 = f(3). f est continue en 3. La courbe y forme un angle, mais pas de saut.

3. f est continue sur [—3;1] et sur |1; 4], mais pas sur [—3;4].
Partie B. On compare la limite a gauche, la limite a droite et la valeur en a.

1.g(2) =4—4=0;agauche, lim (22 —2z) = 0; a droite, lim (3z — 6) = 0. Les trois nombres
T2~ 2T
sont égaux : g est continue en 2.
2. h(4) = v/4 = 2; a gauche, la limite vaut 2 ; & droite, lirg(a: — 1) = 3 # 2. h n'est pas continue
z—

en 4.

Exercice 2

1. C(1) = 8 euros et C'(2) = 16 euros.

2.Aveca=4:C(3) =5x3+4= 19euros,ettlixz¥1+0(t) =5x2+4=14.Comme 14 # C(2) =
16, C' n'est pas continue en 2. Un client qui loue un peu plus de 2 heures paierait environ 14
euros, moins que pour 2 heures exactement : le prix « redescend » brusquement.

3. A gauche et en 2, la valeur est C(2) = 16 ; a droite, la limite vaut 10 + a. C' est continue en 2 si et
seulement si 10 + a = 16, c'est-a-dire a = 6.

4.a.T(t)=Tsi0<t<1,T@)=1dsil<t<2etT(t)=21si2<t<3.

o b. T est constante (égale a 14) autour de 1,5 : elle est continue en 1,5. En 2, la limite & droite

vaut 21 # T'(2) = 14 : T n'est pas continue en 2.

o c.Pourt = 25:tarif A, C(2,5) =5 x 2,5 + 6 = 18,50 euros ; tarif B, T'(2,5) = 21 euros. Le
tarif A est moins cher de 2,50 euros.



Exercice 3

1. Ces fonctions sont construites a partir des fonctions de référence et sont définies en a : elles sont

continues en a, et la limite est la valeur en a.

o a.Polynéme:lim (z> —4z+1) =9 - 12+ 1= —2.
z—3

o b.3m+6>0présde1:lirri\/3m+ =49=3.
z—

N . e®+z 140
o ¢. Le dénominateur ne s'annule pas : lim = =
z—0 21:2 + 1 0 -+ 1

1 1
2 — — -1 = - =
o d.2° -3 1#0.511%3;2_3 7 1.
f(h) = f(0) _ hh _
h h
dérivable en 0, avec f’(0) = 0. Une fonction dérivable en 0 est continue en 0.
1+h)—9g(1 h 1
3. linix/w—l:O:g(l):gestcontinueen 1.Pourh >0: gl +h) = 9(1) = £ =— = 400
r—

h R Vh

2. Pourh >0:

v/h, qui tend vers 0 quand h tend vers 0. Donc f est

quand A — 0: g n'est pas dérivable en 1 (tangente verticale).

4. a. Faux. Contre-exemple : la racine carrée est continue en 0 mais n'y est pas dérivable (ou g en 1,
question 3).

o b. Vrai. C'est la contraposée du théoréme « dérivable en a, donc continue en a ».

Exercice 4

1. 1111[21+ 0,25 (z — 4)* = 0,25 x (—2)® = 1. A gauche et en 2, la fonction vaut f(2) = 2a + b (etazx + b
T—r
tend vers 2a + b). Donc f est continue en 2 si et seulement si 2a + b = 1.

2. La dérivée de =+ 0,25 (z — 4)® est z + 0,5 (z — 4) ; en 2, elle vaut 0,5 x (—2) = —1. La partie
droite doit avoir la méme pente, donca = —1,puisb=1—-2a =3.a = —1 et b = 3 : la partie
droite est la tangente y = —x + 3.

3. Départ : f(0) = b = 3 m. Arrivée : la dérivée de la partie courbe en 4 vaut 0,5 x 0 = 0 : on arrive
dans l'eau horizontalement.

4.2 x (—0,5) +2 = 1: f est continue en 2. Mais la pente de la partie droite (—0,5) n'est pas celle
de la partie courbe en 2 (—1) : le profil forme un angle au raccord, désagréable pour le baigneur.



Exercice 5

1. Soit p(z) = x3 + 2z — 5. p est un polynéme, donc continue sur [1;2];p(1) = —2etp(2) =7;0
est compris entre —2 et 7. D'apres le théoréme des valeurs intermédiaires, l'équation p(z) = 0
admet au moins une solution dans [1;2].

2.9(0)=1,9(1) =e— 3~ —0,28 et g(2) = > — 6 ~ 1,39. La fonction g est continue sur R. Sur
[0;1], g passe de 1 a —0,28 environ : 0 est atteint au moins une fois. Sur [1; 2], g passe d'environ
—0,28 a 1,39 : 0 est atteint au moins une fois. Comme g(z) = 0 <= e* = 3z, l'équation e” = 3z
a au moins une solution dans chaque intervalle (elles sont distinctes, car 1 n'est pas solution).

3. Soit g(z) = x* + +/z, continue sur [1 ;2] (somme de fonctions continues). g(1) = 2 et ¢(2) = 4 +
V2 =~ 5,41. Comme 2 < 5 < 5,41, l'équation g(z) = 5 admet au moins une solution dans [1;2].

4. k ne prend que les valeurs —1 et 1 : l'équation k(z) = 0 n'a aucune solution. Cela ne contredit
pas le théoréme, car k n'est pas continue en 0 (limite a gauche —1, k(0) = 1) : l'hypothése de

continuité n'est pas remplie.

Exercice 6

1. d;(8) = 0 (au parking) et di(14) = L (au refuge) ; d2(8) = L et d2(14) = 0.

2. h est la différence de deux fonctions continues : elle est continue sur [8;14]. h(8) =0 — L =
—L<0eth(14)=L—-0=1L>0.

3. 0 est compris entre — L et L : d'aprées le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un instant
to de [8;14] tel que h(tg) = 0, c'est-a-dire d1(¢y) = da(to). A l'heure ¢y, la randonneuse est au
méme endroit du sentier le samedi et le dimanche.

4. Oui. On a toujours dz(8) = L (elle est encore au refuge) et d2(14) = 0 (elle attend au parking) ; ds
reste continue. Donc h(8) = —L et h(14) = L, et le méme raisonnement s'applique. Le résultat ne

dépend pas du rythme de marche.



Exercice 7

1. Sur chaque intervalle, f est continue et strictement monotone : une valeur comprise entre les
valeurs aux bornes est atteinte une seule fois, une autre n'est pas atteinte.
o a. f(xz) =0:sur[—4;—1], f décroit de 2 a —3 : une solution ; sur [—-1;2], f croitde —3 a4:
une solution ; sur [2;5], f(z) > 1: aucune. Deux solutions.
o b. f(z) =3:sur[—4;—1], f(z) < 2:aucune;sur [—1;2]:une;sur[2;5], f décroitded al:
une. Deux solutions.

o ¢. f(xz) =5:le maximum de f est 4. Aucune solution.
o d. f(z) = —3:le minimum —3 n'est atteint qu'en z = —1. Une solution.
o e.f(x)=2:sur [—4;—1], 2 est atteint en z = —4 seulement ; sur [—1; 2] : une solution ; sur

[2;5] : une solution. Trois solutions (attention a la borne —4).

2.ae]—4;-1[etBe]—1;2]

Exercice 8

1. Produit. f'(z) = e + ze” = (z +1)e”, dusignedez + 1. f(—1) = —e ! — 1~ —1,37.En —o0:
ze® — 0, donc f(x) - —1.En 400 : ze® — 400, donc f(z) — +oo.

a8 —00 -1 ~+o00
f'(z) - 0 +
f -1 décroissante  —e ! —1 croissante = +oo

2.Pourz <0:z<0ete®>0,doncze® <0et f(z)<—-1<0.

3. Sur [0; +oo[ (contenu dans [—1; +oo]), f est continue et strictement croissante ; f(0) = —1 et

lirjra f(z) = +00;0 € [~1;+00]. D'aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires,
T—+00

l'équation f(x) = 0 a une unique solution a dans [0 ; +oo[. D'apres la question 2, elle n'en a
aucune sur | — 00; 0] : « est l'unique solution sur R.

4. £(0,56) ~ —0,020 < 0 et £(0,57) ~ 0,008 > 0, donc 0,56 < a < 0,57.
5. f(z) <O0sur] —oo;al, f(a) =0, f(z) > 0sur|a;+oo].

1
6. f(a) =0donne @e* =1,donca = — =e *
ea



Exercice 9

1. ¢'(z) = 3z + 1 > 0: g est continue et strictement croissante sur [0;1] ; g(0) = —letg(1) =1;

0 € [-1;1]. D'aprés le corollaire, l'équation g(z) = 0 a une unique solution r dans [0; 1].

2. On garde la moitié ou g change de signe. Ici g(0) < 0:si g(m) < 0, on remplace a par m.

étape intervalle milieu m g(m) nouvel intervalle
1 [0;1] 0,5 —-0,375 [0,5;1]
2 0,5;1] 0,75 ~ 0,172 0,5;0,75]
3 [0,5;0,75] 0,625  ~ —0,131 0,625;0,75]
4 0,625;0,75]  0,6875 =~ 0,012 0,625 ; 0,6875]

1
3. 0,625 < r < 0,6875, encadrement d'amplitude 6 0,0625.

1
4. Apres n étapes, lamplitude vaut o Il faut 27 > 100 : 26 = 64 ne suffit pas, 27 = 128 convient.

Sept étapes.

Exercice 10

T 4

2
1. V(1) = % x1x2= ?W ~ 2,09 m®: la cuve & moitié pleine. V(2) = = x4 x 1 = 3 ~4,19m?:

la cuve pleine (le volume d'une boule de rayon 1).
2.V (h) = g (3h% — h3), donc V'(h) = % (6h — 3h2) = 7 (2h — k%) = wh (2 — h). Sur]0; 2],

V'(h) > 0; V' ne s'annule qu'en 0 et en 2. Donc V' est strictement croissante sur [0; 2].

3. a. Le quart de la cuve vaut i X 4?” = g.V(h) zg — KB-h)=1<+= 3R -h*-1=
0 < h*—3hn*+1=0.
o b. V est continue et strictement croissante sur [0;2], avec V(0) =0 et V(2) = 4? ; g est
compris entre ces valeurs : une unique solution hy dans [0;2]. Comme V(0) =0 < g <
2% = V(1), le corollaire appliqué sur [0 ;1] donne une solution dans [0;1] : c'est hy,

puisqu'elle est unique.

. o1 . 1 .
4. L'amplitude passe de 1 a on aprés n tours. Il faut o <0,01: 26 — 64 ne suffit pas (6%1 ~ 0,0156),
27 = 128 convient. La boucle tourne sept fois.

5. 0,6484 < hy < 0,6563 : l'amplitude est inférieure a 0,01 et 0,65 est a moins de 0,007 des deux
bornes. On trace le repére « un quart » a 65 cm du fond.



Exercice 11

1. f'(z) = 3z% > O sur [1;2] : f est continue et strictement croissante sur [1;2]; f(1) = —1 et

f(2) =6;0 € [—1;6]. L'équation f(z) = 0 a une unique solution dans [1;2].

- _m_xg—2_3mg—mi+2_2x;‘§+2_2 oL
TR TIR T Ty T T 3g2 T 322 3\ a2 )
2 4 2 /(4 9 2 91 91
3o =-(1+1)=~; =l 2T 7)) =3 X 7= 7 ©1,26389; ~1,25993.
n=3(1+1)=5; = 3(3+16) 3% 18~ 7 6389; 3 5993

4. La calculatrice donne /2 ~ 1,259 92 : aprés trois étapes, x5 a déja quatre décimales exactes.

L'aréte vaut environ 1,26 dm, soit 12,6 ecm au millimétre prés.

Exercice 12

1. f'(z) =e* + 1> 0: f est continue et strictement croissante sur R. En —o0o,e” — 0 etz — 2 —
—00, donc f(z) — —oo; en +oo, f(z) — +o00. D'aprés le corollaire, f(z) = 0 a une unique
solution o sur R. Comme f(0) = -1 < 0et f(1) =e—1>0,onaac[0;1].

2. Tpi1 = Ty — %. Le dénominateur e -+ 1 est toujours strictement positif : il ne s'annule
e n
jamais.
1+0-—-2 1

3. = —_———— = — = 0 5.

. 1+1 2
4. return exp(x) + 1 dans fp,et x = x - f£(x) / fp(x) dans la boucle.

e—1 1 1

5. f(1) =e—1et f(0) = —1,donc f(1) — f(0) =eetxzy, =1 — . :1—1—1—5 =< ~ 0,368.

6. Les deux méthodes donnent 0,442 854 4 environ : a ~ 0,442 854 &4 10~ pres.

Exercice 13

1 . .
1. —— — 0, donc u,, — 3. Chaque fonction est continue en 3 : on remplace w,, par 3.

n
o au, +1—+v4=2.
o boe 3 el =1.
241 10
o C. u"+1 — 5 = 5 (pour tout n, u, > 2, donc u, — 1 # 0).
Up —
2. w, 1 = f(w,) avec f(z) = v/2z + 3, continue sur [—% ; +oo|. La limite £ vérifie £ > 0 (passage a
la limite dans w,, > 0) et £ = v/2¢ + 3, donc £ = 2{ + 3, soit 2 — 20 —3 = (L — 3)({ + 1) = 0.
Comme { > 0,4 = 3.

3. a. tl = 7, t2 = 47, t3 = 2207.

o bz?—-2=z < 22-2-2=0 <= (z-2)(z+1)=0 < z=20uz=—1
o ¢. Non. Ces solutions sont seulement les limites possibles si la suite converge. Ici les termes

grandissent trés vite : la suite semble tendre vers +oo (on peut montrer par récurrence que



Exercice 14

1. u = %:1etu2:g:1,5.
2. Quotient. f'(z) = 3(1(;?):1:)2 e a —i:—)’:z:)Z > 0: f est strictement croissante sur [0; +oo].
3. S0it P(n): « 0,5 < up < upyr < 2».
o Initialisation : ug = 0,5 etu; = 1,donc 0,5 < 0,5 <1 < 2.
o Hérédité :si 0,5 < u, <u,,; <2 comme f estcroissante, f(0,5) < f(u,) < f(u,1) < f(2),
soit 1 < upi1 <upio <2,et0,5 <1:P(n+ 1) estvraie.
o Conclusion : pour tout n, 0,5 < u, < Upy1 < 2.
4. La suite est croissante et majorée par 2 : elle converge vers un réel £. En passant a la limite dans
0,5 < u, < 2,0nobtient 0,56 </ < 2.
5. f est continue sur [0,5; 2], intervalle qui contient tous les termes et £ : donc f(£) = . 13—_f£ =

0 = =4+ < P2—-20=0 < {({—2)=0.Comme/{ >0,5{=2:along terme,
'étang compterait environ 200 carpes.
45 54 27

cu3 = — = 1,8 etuy = — = — = 1,929. La suite est croissante, ug < 1,9 et ug > 1,9 : le

25 2,8 14
nombre de carpes dépasse 190 pour la premiére fois au début de 'année 2031.



