Variations et courbes représentatives des
[1/_ fonctions

FONCTIONS

Les rappels de méthode sont en italique. Les corrigés sont rédigés comme une copie : a l'épreuve
anticipée, la qualité de la rédaction compte pour deux points sur vingt.

Exercice 1

1. Les ensembles de a a e sont symétriques par rapport a 0.
o a. f(—z) = (—z)* +2(—x)®? -5 =a"+ 22> — 5= f(z) : f est paire.
o b.g(—z) =3(—z)* - (—z) = —32> + £ = —g(z) : g est impaire.
—2z 2z
(—z)2+4  x2+4
d. k(1) = 2 et k(—1) = 0. Ces nombres ne sont ni égaux ni opposeés : k n'est ni paire ni

—h(z) : h est impaire.

[}

C. h(—z) =

[}

impaire.
o eem(—z) = P + 1 =m(z) : m est paire.

f. Le nombre —1 appartient a l'ensemble de définition, mais pas 1. Cet ensemble n'est pas

[}

symétrique par rapport a 0 : p n'est ni paire ni impaire.

2. a. Faux. Pour f(z) = 3 — 4z, on a f(2) = f(—2) = 0, mais f(1) = —3 et f(—1) = 3: f n'est pas
paire. Une égalité vraie pour un seul nombre ne suffit pas.

b. Vrai. Pour tout réel z, (f + g)(—z) = f(—=z) + g(—=z) = f(z) + g(z) = (f + g9)(=).
c. Vrai. Pour tout réel z, f(—z) = f(z) et f(—z) = —f(z), donc f(z) = —f(z), puis f(z) = 0.

Exercice 2

1. Comme f est paire, f(—1) = f(1) =3 et f(—3) = f(3) = —1. De l'autre c6té de 0, le sens de
variation s'inverse.

z —4 —3 =1 0 1 3 4

fo0 N -1 243 N 2 /3 N -1 /0

2. Non. Une fonction impaire définie en 0 vérifie f(0) = 0, alors qu'ici f(0) = 2.

3.0nag(l)=f(1) —2=1,donc g(—1) = —1.0nag(3) = f(3) — 2 = —3, donc g(—3) = 3. De
plus, g(0) = 0, g(4) = —2 et g(—4) = 2. De l'autre coté de 0, le sens de variation reste le méme.



Exercice 3

1. f'(xz) = 3z + 2. Un carré est positif, donc f'(x) > 0 pour tout réel z : f est strictement

croissante sur R.

2. ¢'(z) = —3z* — 4 < 0 pour tout réel z : g est strictement décroissante sur R.

1
3.k (z) =14+ ——= > 0sur |0;+oo| : k est strictement croissante sur cet intervalle.
T

2z
4.n/(z) = 5x* est positif, et ne s'annule qu'en 0. Un seul point isolé d'annulation ne géne pas : n est

strictement croissante sur R.
2 . .
5.a.m/(z) = — > 0:m est strictement croissante sur |—oo; 0] et sur |0 ; +ool.
T

b. m(—1) =5etm(1l) =1.0na —1 < 1, mais m(—1) > m(1) : m n'est pas croissante sur la
réunion des deux intervalles.

6.p' (z) = 2(z +2) — 2(x — 2) — 8 = 0 pour tout réel z. La fonction p est donc constante sur R.
Comme p(0) =4 —4 = 0, 0n a p(x) = 0 pour tout réel z.

Exercice 4

1. La courbe de f’ est au-dessus de l'axe sur [—3; —1[ et sur |2; 4], et au-dessous sur |—1;2[. Donc
f'(x) > 0sur [—3;—1[etsur]2;4], et f'(x) < O0sur]—1;2[.

2. Le tableau en découle.

a3 =3 -1 2 4
f'(z) + 0 - 0 +
f /! N\ /

3. La dérivée s'annule en changeant de signe en —1 et en 2. La fonction f admet un maximum local
en —1 et un minimum local en 2.

4. C'est le coefficient directeur de la tangente a la courbe de f au point d'abscisse 0.

5. Non. La figure donne le signe de f', c'est-a-dire les variations de f. Elle ne donne aucune valeur
de f : f est croissante sur [2; 4], mais rien ne dit qu'elle est positive.



Exercice 5

1. f'(z) = 62® — 6z — 12 = 6(2® — = — 2). Les racines de z2 — x — 2 sont —1 et 2 : leur somme vaut
1, et leur produit —2. Donc f'(z) = 6(z + 1)(z — 2).

2. Comme a = 6 > 0, f'(z) est positif a l'extérieur des racines. On calcule f(—2) =1, f(—1) = 12,

F(2) = —15et f(3) = —4.

Foo1 A 12 N, -15 O —4

3. On compare les valeurs aux bornes aux valeurs du tableau. Sur [—2; 3], le maximum de f est 12,
atteint en —1, et le minimum est —15, atteint en 2.

4. f(0) =5 et f(0) = —12. La tangente a pour équation y = 5 — 12(x — 0), soity = —12z + 5.



Exercice 6
Partie A.

1. Avec la formule du quotient :

h,()_Zm(m+1)—(m2—i—3)_w2+2w—3_(m+3)(m—1)
o (@ +1)? T @) @t

2.Sur|-1;+00[,z+3 > 0et (z+1)% > 0: le signe de h/(x) est celui de z — 1.

98 —1 1 +o00
K (z) I — 0 +
h N2

4
Le minimum de h est h(1) = 5= 2.

12 3(z*—-4 3(x — 2 2
PartieB.Onak'(z) =3 — — = (2 5 ) = (2 )2(11: + ). Sur ]0; 400, le signe est celui de
€ T T

x — 2 : k est décroissante sur |0 ; 2], puis croissante sur [2; +oco[. Son minimum est k(2) = 6 + 6 = 12

Partie C.

1. Le tableau se lit sur la courbe.

2. La droite d'équation y = 1 coupe la courbe aux points d'abscisses —2, 0 et 2 : ce sont les
solutions de u(z) = 1. La droite d'équation y = 3 la touche aux points d'abscisses —1 et 3 : ce
sont les solutions de u(z) = 3.

3. La courbe est strictement au-dessous de la droite d'équation y = 1 sur [—-3; —2[ et sur |0; 2] :
l'ensemble des solutions de u(z) < 1 est [-3; —2[ U ]0;2[. La courbe n'est jamais au-dessus de la

droite d'équation y = 3 : l'inéquation u(x) > 3 n'a pas de solution.



Exercice 7

1. ¢'(z) = 3z% — 12z + 12 = 3(2? — 4z + 4) = 3(z — 2)2. La dérivée s'annule en 2 sans changer de

signe. La fonction g est strictement croissante, et elle n'a pas d'extrémum en 2.
2. a. Vrai. C'est la propriété du cours : f est dérivable sur lintervalle ouvert R, donc f'(3) = 0.
b. Faux. La fonction g de la question 1 en est un contre-exemple.
c. Vrai. Pour une fonction dérivable sur R, la condition f'(a) = 0 est nécessaire.
d. Faux. Elle n'est pas suffisante : méme contre-exemple.

3. f/(z) = 42® — 122% = 42%(z — 3). Comme 4z > 0, le signe est celui de = — 3, avec un zéro en 0.
On calcule f(0) =0 et f(3) = 81 — 108 = —2T7.

L —00 0 3 +00
() ~ 0 - 0 4
f N0 2

En 0, la tangente est horizontale, mais f’ ne change pas de signe : il n'y a pas d'extrémum. En 3, f’

passe de — a + : f admet un minimum local, égal a —27.

4. ¢ (z) = 122% — 122° — 242 = 12z(2® — = — 2) = 12z(z + 1)(z — 2). Un tableau de signes donne
—, 4+, —, + sur les quatre intervalles délimités par —1, 0 et 2. La fonction ¢ admet donc un
minimum local en —1, égal & ¢(—1) = —4, un maximum local en 0, égal a ¢(0) = 1, et un
minimum local en 2, égal a ¢(2) = —31.

Exercice 8

1.W(t) =3t2— 12t +9=3(t> — 4t +3) = 3(t — 1)(¢t — 3) : les racines de t> — 4t + 3 sont 1 et 3.
2. On calcule h(0) = 2, h(1) = 6, h(3) = 2 et h(4) = 6.

t 0 1 3 4
R'(t) + 0 - 0 +
h 2 06 N, 2 6

3. L'altitude maximale est de 60 métres, atteinte apres 1 minute et aprés 4 minutes. L'altitude
minimale est de 20 métres, atteinte au départ et aprés 3 minutes.

4. Comme h/(1) = h/(3) = 0, les tangentes sont horizontales. A ces deux instants, le cerf-volant ne

monte ni ne descend : il change de sens.

—12
5. k' est une fonction du second degré, avec a = 3 > 0 : elle admet un minimum en 5 = 2, égal
ah'(2) =12 —24+ 9 = —3. Le cerf-volant descend le plus vite aprés 2 minutes, a 3 dizaines de

meétres par minute, soit 30 métres par minute.



Exercice 9

1. a. f'(z) = 6z — 12, nulle en 2. Comme a = 3 > 0, f est décroissante sur |—c0 ; 2], puis croissante

sur [2; 4+00[. Son minimum est f(2) = 12 — 24 + 7 = —5, et la courbe est tournée vers le haut.
5 . c
b. g'(x) = —4x + 10, nulle en —. Comme a = —2 < 0, g est croissante, puis décroissante. Son
)
maximum est g<§> =3 +25—-3 = EX et la courbe est tournée vers le bas.

1 . . .
c. k'(z) = =z + 3, nulle en —3. Comme a = — > 0, k est décroissante, puis croissante. Son

9
minimum est k(—3) = 5~ 9-1= —5 et la courbe est tournée vers le haut.

2. Le minimum est atteint en 2, donc f'(2) =0, soit4 +b=0:b = —4. Ilvaut 3,donc f(2) =4 —
8+c=3:c="T Ainsi, f(z) =2 — 4z + 7.

3. f'(z) = 2az + 6, et f'(3) = 6a + 6 = 0 donne a = —1. Comme a < 0, c'est un maximum, égal a
F(3) = —9+18+1 = 10.

Exercice 10

1. h(0) = 2 : le poids quitte la main a 2 métres de hauteur.

2. h'(z) = —0,2z + 0,8, nulle pour z = 4. Comme a < 0, c'est un maximum, et h(4) = —1,6 + 3,2 +
2 = 3,6. Le poids est le plus haut a 4 métres du lanceur, a 3,6 metres de hauteur.

3. On développe : —0,1(z — 10)(z + 2) = —0,1(z? — 8z — 20) = —0,1z? + 0,8z + 2 = h(z). Le
poids retombe quand h(z) = 0, avec = > 0 : la seule solution positive est z = 10. Il retombe a 10
metres.

4. On développe : —0,1(z? — 8z + 16) + 3,6 = —0,1z% + 0,8z — 1,6 + 3,6 = h(z). La forme
canonique donne le maximum 3,6, atteint en 4 : c'est le résultat de la question 2.

5. h'(0) = 0,8 et K/(10) = —2 + 0,8 = —1,2. Ce sont les coefficients directeurs des tangentes a la

trajectoire au départ et a l'arrivée : le poids monte au départ, et il descend a l'arrivée, plus
fortement.



Exercice 11

216
1. La zone imprimée a pour aire 216, donc sa hauteur vaut -

216
2. La page mesure x + 4 de large et — + 6 de haut. Donc
T

Az) = (z +4) <7+6> =216+ 62 + — +24 =240+ 62 + —.

4 2 144 —12 12
3. Al(g) =6 204 _ ST 140 _ Gl —12)(e + 12)
T T T

4. Sur |0; +o0], le signe est celui de z — 12, et A(12) = 240 + 72 + 72 = 384.

T 0 12 +00
A'(ar:) I — 0 +
AN 384

5. Le minimum est atteint pour z = 12. La zone imprimée mesure alors 12 centimeétres sur 18, et la

page 16 centimetres sur 24, soit 384 centimétres carrés.

Exercice 12

1
1. La durée vaut ﬂ heures.
v

100 20 000
2. C(v) = — (202 +200) = 200v + :
v

v
20000  200(v? —100) _ 200(v — 10)(v + 10)
02 02 - 02
4. Sur [5;20], le signe est celui de v — 10. On calcule C(5) = 1000 + 4000 = 5000, C(10) =
2000 + 2000 = 4000 et C'(20) = 4000 + 1000 = 5 000.

3. C'(v) = 200 —

v 5 10 20
C'(v) -0+
C 5000 N, 4000 _* 5000

Le colt est minimal a 10 kilométres par heure, et il vaut 4 000 euros.

5. Sur [5; 8], C est décroissante : le minimum est atteint en 8. La péniche doit rouler a la vitesse
maximale autorisée, et C(8) = 1600 + 2500 = 4100 euros.



Exercice 13

9 (z-3)(z+3)

9
1. Soit f(z) =z + — sur |0; +oo[. Alors f'(z) =1 — — = , dont le signe est celui de
T T

2
T
x — 3. La fonction f est décroissante sur |0; 3], puis croissante sur [3; +o00[. Son minimum est

9
f(3) = 6. Donc, pour tout z > 0, z + . > 6, avec égalité pour x = 3 seulement.

2.a.d(z) =322 — 12 = 3(z — 2)(z + 2). Sur [0; +oo, le signe est celui de z — 2 : d est
décroissante sur [0; 2], puis croissante sur [2; +o0.

b. Le minimum de d est d(2) = 8 — 24 + 16 = 0. Donc d(z) > 0 pour tout = > 0, c'est-a-dire z* +
16 > 12z.

c.Non:pourz = —5, 2% + 16 = —109 et 122z = —60, et —109 < —60. L'inégalité n'est démontrée

que sur [0; +ool.

:1_i:1_i:ﬁ_2
2z VB e

10; 4], positif sur |4 ; +oo[. Le minimum de d est d(4) =4+ 4 — 8 = 0, donc d(z) > 0 sur |0 ; +ool.
En 0 aussi: 0 < 4. Ainsi, pour tout z > 0,4,/z < z + 4.

3.Sur|0;+oof, d'(x)

. Le signe est celui de y/z — 2 : négatif sur

Exercice 14

1. f'l(z) =322 —3=3(z — 1)(z + 1).Sur [-1;2]: f(—1) =2, f(1) = —2 et f(2) = 2.

2. Le minimum de f sur [—1;2] est —2, et son maximum est 2. Donc, pour tout z de [—1;2], =2 <

flz) <2
16 16 32
3. La longueur vaut — donc P(z) = 2 (a: + ;) =2z + -

32 2(z—4 4
4.P(z)=2—- — = (2 )2(m + ), dont le signe est celui de  — 4 sur |0 ; +-oco[. Le minimum de
x z
P est P(4) = 8+ 8 = 16. Donc P(z) > 16 pour tout > 0.

16
5. L'ourlet est le plus court pour x = 4 : la largeur vaut 4 meétres, la longueur vy = 4 meétres. La

bache est un carré de 4 métres de co6té, et l'ourlet mesure 16 métres.



Exercice 15

1.d(z) =2 -3z —4=(x—4)(z+1).Comme a =1 > 0, d(z) est positif & l'extérieur des racines.
La courbe de f est au-dessus de celle de g sur |—oo; —1[ et sur |4 ; +00], et au-dessous sur
]—1;4[. Les points communs sont (—1;2) et (4;7).

2.d(z) =23 — 222+ z = z(2? — 2¢ + 1) = z(x — 1)% Le signe est celui de z, avec un zéro en 1. La
courbe de f est au-dessous de celle de g sur |—o0o; 0], et au-dessus sur |0; 1] et sur |1; +oo]. Les
points communs sont (0;0) et (1;2).

1 1-22 (1-2z)(1+=)

3.dz)==—z= = . Sur ]0; +oo], le signe est celui de 1 — z. La courbe de
T T T

f est au-dessus de celle de g sur |0; 1], et au-dessous sur |1 ; +oo[. Le point commun est (1;1).

4.d(z) = 2* — 32° + 4, et d'(z) = 32 — 62 = 3z(z — 2). Sur [0; +0o0], d est décroissante sur [0; 2],
puis croissante sur [2; +o00[. Le minimum est d(2) = 8 — 12 + 4 = 0. Donc d(z) > 0: la courbe de
f est au-dessus de celle de g sur [0; 00|, avec un seul point commun, (2;8).

Exercice 16

1. a. f(a) = a® et f'(a) = 2a. La tangente a pour équation y = a* + 2a(z — a), soit y = 2az — a’.

b. 22 — (2ax — a?) = ? — 2az + a®> = (z — a)? > 0. La courbe est donc au-dessus de chacune de

ses tangentes.

1 1 1 1
2. a. f(4) =2 et f'(4) = —= = —. La tangente a pour équation y = 2 + =(z — 4), soity = i + 1.

2\/1_1 4
1 1
b. On développe : Z(\/_—2)2: (x—4yz+4) = Za:—\/E—i- 1.

. . 1
c. Cette expression est positive ou nulle : Z:c + 1 > 4/z. La courbe est au-dessous de sa tangente,

NNy

et elle ne la touche qu'au point d'abscisse 4.

3.a. f(2) = 2, et f'(z) = 3z — 3 donne f'(2) = 9. La tangente a pour équation y = 2 + 9(z — 2),
soit y = 9z — 16.
b. (z —2)%(z +4) = (2> — 4z + 4)(z + 4) = 23 — 12z + 16, et f(z) — (92 — 16) = 23 — 12z +
16.
c. Le signe est celui de x + 4, avec un zéro en 2. La courbe est au-dessus de sa tangente sur

|—4;+o0], sauf en 2 ol elle la touche, et au-dessous sur |—oco ; —4|. La tangente recoupe la

courbe au point d'abscisse —4, de coordonnées (—4; —52).



Exercice 17

1 7 7 49 1 7 7 7

! — = T i — = — — = — = = — = — —
1.a f'(z) =2z.0naz; =2 1 4.Pu1sf<4> T 3 16etf(4> 2,doncm2 1
1 97

56 56
b. Arrondis au dix-millieme, les deux nombres coincident : dés la deuxiéme étape, z, est trés
proche de /3.
c. f'(0) = 0: la tangente est horizontale, elle ne coupe pas l'axe des abscisses. La formule
diviserait par zéro.

2.z, — oA _ 2w, —mt Azt A —% (mn+£)

2x,, 2z, 2z, x,,
-1 4 8_-2 4 10 3 4 5 91
3. f/(z) =3z Onaz; =1—- — = —.Puis gy = - — L = —X—==-——=—.0n
f(a)=3a o 3 3 T3 L T3 271 16 3 712 712
approche le nombre dont le cube vaut 2.
Exercice 18
1. On écrit :
def f(x):
return x**3 - 2*x - 5
def df(x):
return 3*x**2 - 2
2.f(2)=8—-4—5=—1et f'(2) = 12 — 2 = 10, donc le terme suivant vaut 2 — I_o =2,1.

3. f/(z) = 3% — 2. Sur [2;3], 322 > 12, donc f'(z) > 10 > 0 : f est strictement croissante sur cet
intervalle.

4. La fonction applique la formule de Newton tant que la valeur absolue de f(z) dépasse e. Elle
renvoie le nombre d'étapes effectuées.

5. Il faut 2 étapes pour obtenir | f(z)| < 0,001, et 3 étapes pour obtenir |f(z)| < 0,000001. Une
seule étape de plus permet de gagner un facteur mille : la méthode est tres rapide.



